
Politechnika Poznańska, Instytut Automatyki i Robotyki Wykład 3,4, str. 1✬

✫

✩

✪

10. Odpowiedź skokowa elementu oscylacyjnego

G(s) =
kω2

n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

=
kω2

n

(s+ ζωn + jωd)(s+ ζωn − jωd)
=

=
kω2

n

(s+ ζωn)2 + ω2
d

(26)

przy czym ωd = ωn

√

1− ζ2 – tłumiona pulsacja naturalna

H(s) =
G(s)

s
=

kω2
n

(s2+2ζωns+ω2
n)s

= k
s2+2ζωns+ω2

n−s2−2ζωns

(s2 + 2ζωns+ ω2
n)s

=

= k

(
1

s
− s2 + 2ζωns

(s2 + 2ζωns+ ω2
n)s

)

= k

(
1

s
− s+ 2ζωn

s2 + 2ζωns+ ω2
n

)

=

= k

(
1

s
− s + ζωn

(s+ ζωn)2 + ω2
d

− ζωn

(s+ ζωn)2 + ω2
d

)

=

= k

(
1

s
− s + ζωn

(s+ ζωn)2 + ω2
d

− ζωn

ωd

ωd

(s+ ζωn)2 + ω2
d

)

(27)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

L−1

{
s+ ζωn

(s+ ζωn)2 + ω2
d

}

= e−ζωnt cos(ωdt)1(t)

L−1

{
ωd

(s+ ζωn)2 + ω2
d

}

= e−ζωnt sin(ωdt)1(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(28)

h(t) = L−1 {H(s)} = L−1

{
G(s)

s

}

=

= k

(

1− e−ζωnt cos(ωdt)−
ζωn

ωd
e−ζωnt sin(ωdt)

)

1(t) =

= k

[

1− e−ζωnt

(

cos(ωdt) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdt)

)]

1(t)

Układy regulacji automatycznej (z)http://marcin.kielczewski.pracownik.put.poznan.pl
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h(t) = k

[

1− e−ζωnt

√

1− ζ2

(√

1− ζ2 cos(ωdt) + ζ sin(ωdt)
)
]

1(t) =

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ζ = cos θ
√

1− ζ2 = sin θ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= k

[

1− e−ζωnt

√

1− ζ2
(sin θ cos(ωdt) + cos θ sin(ωdt))

]

1(t) =

= k

[

1− e−ζωnt

√

1− ζ2
sin(ωdt+ θ)

]

1(t)

przy czym θ = arctg
sin θ

cos θ
= arctg

√

1− ζ2

ζ
, ωd = ωn

√

1− ζ2

h(t)
∣
∣
ζ=0

= k
[

1− sin
(

ωnt+
π

2

)]

1(t) = k [1− cos(ωnt)]1(t) (29)
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(b)Rys. 24.
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Rys. 26. k = 1, ζ = 0,2
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przyjmując sin(·) = ±1 otrzymujemy z h(t) równanie obwiedni:

ye1/2(t) = k

(

1± e−ζωnt

√

1− ζ2

)

1(t) (30)

h t( )

y te1( )

0 t

k

y te2( )

ye1(0)

ye2(0)

Rys. 27.

ye1/2(0) = k

(

1± 1
√

1− ζ2

)

, Te =
1

ζωn

h t( )

0

k

t

a1

Tosc

a2

Rys. 28. ζ =?, Tn =?

√

1− ζ2/Tn = 2π/Tosc, ζ/Tn =

(

ln
a1
a2

)

/Tosc (31)
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11. Charakterystyka amplitudowo-fazowa elementu

oscylacyjnego

G(jω) =
kω2

n

(jω)2 + 2ζωn(jω) + ω2
n

=
kω2

n

(ω2
n − ω2) + j · 2ζωnω

=

= kω2
n

(ω2
n − ω2)− j · 2ζωnω

(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2

(32)

zatem Q(ω) < 0, zaś P (ω) > 0 dla ω < ωn lub P (ω) < 0 dla ω > ωn

G(jω) =
∣
∣G(jω)

∣
∣ejϕ(ω) (33)

∣
∣G(jω)

∣
∣ =

kω2
n

√

(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2
, ϕ(ω) = −arctg

2ζωnω

ω2
n − ω2

Re[G(j!)℄

0

k

Im[G(j!)℄

�
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!
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Rys. 29.

K(ω) = k2ω4
n/
∣
∣G(jω)

∣
∣
2
= (ω2

n − ω2)2 + 4ζ2ω2
nω

2

dK(ω)

dω
= 2(ω2

n − ω2)(−2ω) + 8ζ2ω2
nω =

= −4ω2
nω + 4ω3 + 8ζ2ω2

nω = 4ω
(
ω2 + 2ζ2ω2

n − ω2
n

)

ω = 0 ∨ ω2 = ω2
n(1− 2ζ2) → ωr = ωn

√

1− 2ζ2
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przy puls. rezonansowej ωr = ωn

√
1− 2ζ2 moduł |G(jω)| osiąga

maksimum:

Mr=max
ω

∣
∣G(jω)

∣
∣=
∣
∣G(jωr)

∣
∣=

kω2
n√

[ω2
n−ω2

n(1−2ζ2)]2+4ζ2ω4
n(1−2ζ2)

=

=
kω2

n√
4ω4

nζ
4+4ω4

nζ
2−8ω4

nζ
4
=

kω2
n√

4ω4
nζ

2−4ω4
nζ

4
=

k

2ζ
√
1− ζ2

(34)

ϕ(ωr) = −arctg
2ζωnωr

ω2
n − ω2

r

= −arctg

√

1− 2ζ2

ζ
(35)

ωr = ωn

√
1− 2ζ2 → rezonans występuje jedynie dla 0 6 ζ <

√
2

2

Q(ωn) = Im[G(ωn)] = − k

2ζ
⇒







|Q(ωn)| 6 1
2
P (0) inerc. 2-go rz.

|Q(ωn)| > 1
2
P (0) oscylacyjny

Im ( )G jw

wg 8

w=0
k

w=wn

Re ( )G jw

2z
k-

Rys. 30.
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12. Charakterystyki logarytmiczne elementu oscylacyjnego

Lm(ω) = 20 lg |G(jω)| = 20 lg(kω2
n)− 20 lg

√

(ω2
n − ω2)2 + 4ζ2ω2

nω
2 =

=







20 lg k + 20 lg ω2
n − 20 lg ω2

n dla ω ≪ ωn

20 lg k + 20 lg ω2
n − 20 lg ω2 dla ω ≫ ωn

=

=







20 lg k dla ω ≪ ωn

20 lg k − 40 lg
ω

ωn

dla ω ≫ ωn

(k > 0) (36)

nachylenie Lm(ω) dla ω ≫ ωn wynosi −40
[

dB
dek

]

Lm(ωr) = 20 lg k − 20 lg(2ζ
√

1− ζ2) (37)

czyli ζ ց ⇒ Lm(ωr) ր

ϕ(ω) = −arctg
2ζωnω

ω2
n − ω2

Lm( )w

j w( )

lg w

-p

lg w

-p/2

wn

20 lgk
k>1

-40 dB/dek

wn

z1

z2z3

wr2

z=0

z z z1 2 3< <

z3

z2

z=0

z1

Rys. 31.
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13. Wskaźniki czasowe jakości regulacji

a) uchyb ustalony eu

b) czas opóźnienia td

c) czas narastania tr

d) czas osiągnięcia wartości maksymalnej tp

e) przeregulowanie Mp lub względne przeregulowanie κ

f) czas ustalania (regulacji) ts

Ad. a) uchyb ustalony eu

Go(s)
e(t)✲

✻

✲
+ −

(a)

e t( )

0

eu

t

(b)Rys. 32.

e(t) = eu + ep(t) (38)

lim
t→∞

ep(t) = 0 ⇒ lim
t→∞

e(t) = eu = lim
s→0

sE(s) (39)

Ad. b) czas opóźnienia td

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 33.
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Ad. c) czas narastania tr

10% → 90% wartości ustalonej dla ζ > 1

0% → 100% wartości ustalonej dla 0 < ζ < 1
h t( )

0

k

t

0,1k

tr

0,9k

(a)

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

(b)Rys. 34.

h(tr) = k = k

[

1− e−ζωntr

(

cos(ωdtr) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdtr)

)]

e−ζωntr 6= 0 ⇒ cos(ωdtr) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdtr) = 0

tg(ωdtr) = −
√

1− ζ2

ζ
= −ωd

σ
, ωd = ωn

√

1− ζ2, σ = ωnζ

tr =
1

ωd

arctg
ωd

−σ
=

π − β

ωd

(40)

Res

-s

Ims

jwd

s2

b

- wj d

s1

Rys. 35. s1 = −σ + jωd, s2 = −σ − jωd
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Ad. d) czas osiągnięcia wartości maksymalnej tp

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 36.

h(t) = k

[

1− e−ζωnt

(

cos(ωdt) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdt)

)]

dh(t)

dt
= kζωne

−ζωnt

(

cos(ωdt) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdt)

)

+

+ ke−ζωnt

(

ωd sin(ωdt)−
ζωd

√

1− ζ2
cos(ωdt)

)

=

= ke−ζωnt

[

ζωn cos(ωdt) +
ζ2ωn

√

1− ζ2
sin(ωdt) + ωn

√

1− ζ2 sin(ωdt)−

−ζωn cos(ωdt)] = kωn sin(ωdt)e
−ζωnt

(

ζ2
√

1− ζ2
+

1− ζ2
√

1− ζ2

)

dh(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=tp

= k sin(ωdtp)
ωn

√

1− ζ2
e−ζωntp = 0 (41)

czyli sin(ωdtp) = 0 lub ωdtp = 0, π, 2π, . . .

czas tp odpowiada pierwszemu przeregulowaniu ωdtp = π:

tp =
π

ωd

=
π

ωn

√

1− ζ2
(42)
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Ad. e) przeregulowanie Mp lub względne przeregulowanie κ

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 37.

Mp = h(tp)− h(∞) = k

[

1− e−ζωntp

(

cos π +
ζ

√

1− ζ2
sin π

)]

− k =

= −ke−ζωn(π/ωd)

(

cos π
︸ ︷︷ ︸

=−1

+
ζ

√

1− ζ2
sin π
︸︷︷︸

=0

)

= ke
− σ

ωd
π
= ke

− ζ√
1−ζ2

π

Mp = ke
− ζ√

1−ζ2
π

(43)

κ =
Mp

h(∞)
=

h(tp)− h(∞)

h(∞)
= e

− ζ√
1−ζ2

π
(44)
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0
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25ωntp

ζ
(b)Rys. 38.
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Ad. f) czas ustalania (regulacji) ts

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

(a)

h t( )

y te1( )

0 t

k

y te2( )

(b)Rys. 39.

ye1/2(t) = k

(

1± e−ζωnt

√

1− ζ2

)

1(t), Te =
1

ζωn

Przyjmuje się, że ts = 4Te = 4/(ζωn) dla kryterium ±2%,

ts = 3Te = 3/(ζωn) dla kryterium ±5%

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T_e

2T_e

3T_e

4T_e

5T_e

6T_e
ts

ζ

Rys. 40.
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