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50. Serwomechanizm liniowy
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kv
s(Ts+ 1)

kp✲ ✲

✻

✲y0(t) e(t) u(t) y(t)

WZMACNIACZ

(REGULATOR)
SILNIK

(OBIEKT)

+ −

Rys. 143.

Go(s) =
Y (s)

E(s)
=

kpkv
s(Ts+ 1)

G(s) =
Y (s)

Y0(s)
=

Go(s)

1 +Go(s)
=

kpkv
kpkv + s(Ts+ 1)

=

=
kpkv

Ts2 + s+ kpkv
=

kpkv/T

s2 + s/T + kpkv/T
(157)

G(s) =
k

T 2
ns

2 + 2ζTns+ 1
=

kω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

ωn =

√

kpkv
T

, 2ζωn =
1

T
, k = 1 ⇒

⇒ 2ζ

√

kpkv
T

=
1

T
⇒ ζ =

1

2
√

Tkpkv

kv, T = const, kp = var; kp ր ⇒ ωn ր (dobrze), ζ ց (źle)
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51. Tachometryczne sprzężenie zwrotne

kv
s(Ts+ 1)

kp

kts

✲ ✲ ✲

✻

✲

✛
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y0(t) e(t) u(t) y(t)

+− +−

Rys. 145.

Got(s) =
Y (s)

E(s)
=

Go(s)

1 + ktsGo(s)
=

kpkv
s(Ts+1)

1 + kts
kpkv

s(Ts+1)

=

=
kpkv

s(Ts+ 1 + ktkpkv)
=

kvt
s(Tts+ 1)

, (158)

gdzie

kvt =
kpkv

1 + ktkpkv
, Tt =

T

1 + ktkpkv

g t( )

t
T

kvt

0

kpkv

Tt

g to( )

g tot( )

Rys. 146.

go(t) = L−1{Go(s)}, got(t) = L−1{Got(s)}

kvt i Tt są zmniejszone w identycznej proporcji względem kv i T ;

ponadto:

dgo(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

=
dgot(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0
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Parametry układu zamkniętego ze sprzęż. tachometrycznym:

G(s) =
kω2

nt

s2 + 2ζtωnts+ ω2
nt

ωnt =

√

kvt
Tt

=

√

kpkv
T

= ωn (159)

ζt =
1

2
√
Ttkvt

=
1 + ktkpkv

2
√

Tkpkv
= (1 + ktkpkv)ζ (160)

Dla utrzymania niezmienionej wartości ζ w układzie ze

sprzężeniem tachometrycznym:

ζt = ζ ⇒ 1 + ktkpzkv

2
√

Tkpzkv
=

1

2
√

Tkpokv
(161)

kpo – wzm. regulatora w ukł. bez sprzężenia tachometrycznego

kpz – wzm. regulatora w ukł. ze sprzężenia tachometrycznym

zał. 1 + ktkpzkv = a ⇒ kpz = a2kpo ⇒ ωnt =

√

a2kpokv
T

= aωn

Przykład
a = 2 ⇒ kpz = 4kpo

1 + ktkpzkv = 2 ⇒ 1 + 4ktkpokv = 2 ⇒ kt =
1

4kpokv

!

n2

=

1

2

!

n1

!

n1

0

k

h(t)

t

(a)

-

6

h(t)

t0

(b) Gt(s) =
kts
1+τsRys. 147.
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52. Metoda linii pierwiastkowych

kGob(s)✲

✻

✲y0(t) y(t)

+ −

Rys. 148.

Go(s) = kGob(s) = k
Lob(s)

Mob(s)
=

= k
sm + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s+ b0
sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0

, m 6 n (162)

dla układu otwartego:

y1(t) ↔ k1, y2(t) ↔ k2 ⇒ y2(t) =
k2
k1

y1(t)

transmitancja układu zamkniętego:

G(s) =
Y (s)

Y0(s)
=

Go(s)

1 +Go(s)
=

kGob(s)

1 + kGob(s)
=

kLob(s)

kLob(s) +Mob(s)
(163)

równanie charakterystyczne układu zamkniętego:

1 +Go(s) = 1 + kGob(s) = 0 (164)

kGob(s) = k
Lob(s)

Mob(s)
= k|Gob(s)|ejϕob(s) = −1 (165)







k|Gob(s)| = 1 (warunek modułu)

ϕob(s) = ±(2i+ 1)π, i = 0, 1, 2, . . . (warunek fazy)
(166)

0 6 k < ∞
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kG1(s)✲

✛G2(s)
✻

✲y0(t) y(t)

+ −

Rys. 149.

Go(s) = kG1(s)G2(s) = kGob(s) (167)

G(s) =
Y (s)

Y0(s)
=

kG1(s)

1 + kG1(s)G2(s)
(168)

53. Własności linii pierwiastkowych

1. są symetryczne względem osi rzeczywistej (gdyż

współczynniki wielomianów Lob(s) i Mob(s) są rzeczywiste)

Re s

k

Im s

k

k

s1

s2

s2*

Rys. 150.

2. l.p. zaczynają się (tzn. dla k = 0) w biegunach transm. Go(s)

k|Gob(s)| = 1: k → 0 ⇒ |Gob(s)| → ∞, czyli Mob(s) → 0

3. l.p. kończą się w zerach transmitancji Go(s)

k|Gob(s)| = 1: k → ∞ ⇒ |Gob(s)| → 0, czyli Lob(s) → 0

4. liczba l.p. jest równa liczbie biegunów transmitancji Go(s)

5. gdy m < n, liczba l.p. kończących się w zerach Go(s) jest

równa m; dla pozostałych linii:

k|Gob(s)| = 1: k → ∞ ⇒ |Gob(s)| → 0, czyli s → ∞
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6. (n−m) asymptot – proste tworzące ramiona symetrycznej

gwiazdy o następujących parametrach:

• kąt nachylenia i-tej asymptoty wzgl. osi rzeczywistej:

φai =
(2i+ 1)π

n−m
, i = 0, 1, . . . , n−m− 1,

• punkt przecięcia asymptot znajduje się na osi

rzeczywistej w punkcie o odciętej:

sa =

n
∑

i=1

si −
m
∑

j=1

σj

n−m
,

si – i-ty biegun, σj – j-te zero transmitancji Go(s)

Przykład

Go(s) =
s+ 3

(s+ 2)2(s+ 1)(s− 1)
, n−m = 3

σ1 = −3, s1 = s2 = −2, s3 = −1, s4 = 1

φa0=
π

3
, φa1=π, φa2=

5π

3
, sa =

(−2−2−1+1)−(−3)

3
=−1

3

Re s

Im s

s1=s2 s3

s1

s4

-1_
3

p/3

Rys. 151.

7. bieguny wielokrotne są punktami wspólnymi odpowiednich

l.p.
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8. odcinki l.p. na osi rzeczywistej

Go(s) = k
s− σ1

(s− s1)(s− s2)
⇒ θ1 − θ2 − θ3 = ±π

Re s

Im s

s1
s2s1

q3

sx

sx-s1sx-s1

q1
q2

Rys. 152.

Re s
s2 s3s1

s1 s2

-p

Rys. 153.

Przykład

Go(s) =
k

Ts+ 1
=

k/T

s+ 1/T
, s1o = − 1

T

warunek (165) przyjmie postać:

k/T

s+ 1/T
= −1 ⇒ s +

1

T
+

k

T
= 0 ⇒ s+

k + 1

T
= 0

s1 = −k + 1

T
= − k

T
+ s1o

Re s

Im s

k s1o

Rys. 154.
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Przykład

Go(s) =
kv

s(Ts+ 1)
=

k

s(s+ 1/T )
, s1o = − 1

T
, s2o = 0, k =

kv
T

Go(s) =
k

s(s− s1o)
= −1

s2 − s1os+ k = 0 ⇒ ∆ = s21o − 4k

k = 0 ⇒ s1 = s1o, s2 = 0

∆ > 0 ⇒ s1,2 =
s1o
2

±
√

s21o
4

− k

∆ = 0 ⇒ s1 = s2 =
s1o
2
, k =

s21o
4

∆ < 0 ⇒ s1,2 =
s1o
2

± j

√

k − s21o
4

✻

✲

k

k

Res

Ims

0s1o

Rys. 155.

s1,2 = −ωn(ζ ± j
√

1− ζ2)
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Przykład Go(s) =
k(s2 + 2s+ 4)

s(s+ 4)(s+ 6)(s2 + 1,4s+ 1)

l=[1,2,4];

m1=conv([1,0],[1,4]);

m2=conv([1,6],[1,1.4,1]);

m=conv(m1,m2);

rlocus(l,m);

xlabel(’Re s’); ylabel(’Im s’); grid

−8 −6 −4 −2 0 2
−8

−4

0

4

8

Re s

Im
 s

o

Rys. 156.

54. Związek linii pierwiastkowych z kryterium Nyquista

✲

✻

✛ ✲ ✛

kkr, ωkr

kkr, ωkr

Re s

Im s

✸

s

k

k

(a)

✲

✻

Re Gob(jω)

Im Gob(jω)

Gob(jω)

✠
ω

✲
k

−1/k

kkr, ωkr

(b)Rys. 157.

Gob(jω) = −1/k ω = ωkr, k = kkr
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55. Linie o stałym współczynniku tłumienia ζ i pulsacji drgań

własnych ωn na płaszczyźnie zespolonej

G(s) =
kω2

n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

(169)

∆ = 4ζ2ω2
n − 4ω2

n = 4ω2
n(ζ

2 − 1)

ζ ∈ 〈0, 1) ⇒
√
∆ = j2ωn

√

ζ2 − 1

s1 =
−2ωnζ − j2ωn

√

1− ζ2

2
= −ωn(ζ − j

√

1− ζ2)

s2 = −ωn(ζ + j
√

1− ζ2)

1. ωn = const, ζ = var

p = −ωnζ, p 6 0, q = ±ωn

√

1− ζ2

ζ2 =
p2

ω2
n

⇒ q2

ω2
n

= 1−ζ2 = 1− p2

ω2
n

⇒ p2+q2 = ω2
n, p 6 0

Re s

Im s

wn1

wn2

wn3

(a) ωn1 < ωn2 < ωn3

Re s

Im s

z1

z2
z1

z2

(b) ζ1 < ζ2
Rys. 158.

2. ζ = const, ωn = var

q

p
=

±ωn

√

1− ζ2

−ωnζ
= ∓

√

1− ζ2

ζ
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sgrid(zeta,w_n)

sgrid(’new’)

Przykład
kGob(s)✲

✻

✲y0(t) e(t) y(t)

+ −

Rys. 159.

Gob(s) =
s+ 7

s(s+ 5)(s+ 15)(s+ 20)
, ζ > 0,7, ωn > 2,5[rad/s]

l=[1 7];

m1=conv([1 0],[1 5]);

m2=conv([1 15],[1 20]);

m=conv(m1,m2);

rlocus(l,m);

axis([-22 3 -15 15]), grid on
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0.14

0.82

0.28

0.975

0.420.56

0.91

Root Locus

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

Rys. 160. sa = (−40 + 7)/3 = −11
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Re s

Im sz=0,7
wn=2,5[rad/s]

z=0,7

z>0,7

Rys. 161.

[k,bieguny]=rlocfind(l,m)

k = 614.9633

bieguny = -22.9803

-10.9013

-3.0592 + 2.7973i

-3.0592 - 2.7973i

Go=tf(k*l,m)

G=feedback(Go,1), step(G)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
Step Response

Time (sec)

A
m

pl
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de

Rys. 162.
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