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43. Diagonalizacja rownania stanu
p € R", p#0

det(AM — A) #0

wartosci wlasne \j, Ao, ... \,:  det(ALl —A) =0

wektory wiasnep ,p,,...p : (AL — A)]_?i =0, i=1,2,...n
przy czym A\, # Aj, 4,5 = 1,2,...n
(
AZ_?1 - Z_?1>‘1
Ap. =p.A
IS (130)
A\ 0 0]
0 X ... O
A[}_?l p, .- ]—?n:|:|:1_?1 p, - D (131)
0 0 -
wprowadZmy oznaczenia:
. nxn . .
P = []_91 p, - ]—?n] eR macierz modalna
(A 0 0]
0 A 0 . .
A= € R"™" — macierz warto$ci wlasnych
0 0 Ao
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uktad réwnan (130) mozemy zapisac:

AP =PA = A=P'AP

Wybierajac przeksztalcenie liniowe:

z(t) =Tz"(t) = Pa"(t)

~ o~ o~ o~

otrzymujemy macierze A, B, C, D o postaci:

~ ~ ~

A=P'AP=A  B=P'B,

44. Rozwiazanie r6wnania stanu (o stalych wspélczynnikach)

Wykazemy, ze rozwiazanie ukladu r.r6zn. niejednorodnych

i(t) = Az(t) + Bu(t)

spelniajace warunek poczatkowy z(ty) = z, ma postac:

t

2(t) = A0y 4 / A7) B y(7)dr

to

Rozwiazanie ukladu r.r. jednorodnych z(t) = Az(t) ma postac:

z(t) = et

edyz wtedy (t) = Aedl.

.

~

(132)

~

D=D
(133)

(134)

(135)

(136)

/
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Poszukujemy rozw. ukladu r.ré6zn. niejednorodnych w postaci:

z(t) = 'z(t) (137)
B(t) = A z(t) + eA'4(t). (138)

Wstawiamy do réwnania stanu (135):

A z(t) + e 2(1) = Ae™'2(t) + Bu(t)

z2(t) =¢ + / e A" Bu(r)dr. (139)

Podstawiajac (139) do (137) otrzymamy:
t
z(t) = efle, + /eé(t_T)ﬁg(T)dT
to

dlat = to mamy x(ty) = edloc, = ¢ = e A0x(ty) czyli

t
2(t) = A1)y 4 / A7) B u(r)dr

to

edt = (1) — macierz podstawowa (tranzycji). Obliczamy ja

z szeregu McLaurina:

= (At)F 1 1
D(t) = et = (4 =T At AP A
B(t) =e ; - L+ At + S A + A +

o /
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S

t

o(t) = 2t~ to)z, + [ @t - P)Bu(r)dr

to
45. Wyznaczanie macierzy tranzycji

a) metoda odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a

2(t) = Ax(t), war. poczatkowy z(0) = z,

z(t) = etz = D(t)x,

jest rozwiazaniem réwnania (141) poniewaz
i(t) = Aet'zy = AD(t)z,

z drugiej strony do rozw. (141) stosujemy transf. Laplace’a:

a(t) = L7 {(sL = A)~'} z(0)

poréwnujac zaleznosci (143) i (142) otrzymujemy:

(t) = L7 {(sI — A)")

.

~

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

/

Uklady regulacji automatycznej http:// marcin. ki el czewski . pracowni k. put . poznan. pl



Politechnika Poznariska, Instytut Automatyki i Robotyki Wykiad 12, str. 5

BN

Przyklad
-2 -3
3 4

A=

det(sl —A)=(s+2)(s—4)+9=35"—2s+1=(5s— 1)

-1

(sL-4)" = S_+32 :4 - (s—ll)2 8;4 s_+32
= { (38:14)2} = (1-3t)et(t)
= {(;_*12)2} — (1+30)c'1(t)
£l { e _3 1)2} = 3te’1(t)
zatem:
8t) — (1—3t)el1(t)  —3te'1(t)

Ste'l(t) (14 3t)e'1(t)

b) wykorzystanie wzoru Sylvestra

Zal. ze réwn. charakt. ukltadu o macierzy stanu A ma postac:
det(s] — A) =" +a,_15" ' +---+as+ag

ma jednokrotne pierwiastki (wartodci wlasne) A1, g, ... A,.
Wtedy:

- AN
o(t) =) Ze™, Z.=1]] S, (145)
k=1 1 ¢

1=
itk

o /
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Przyklad

A —1
det(\ — A) = =N+ 3A+2, A =—1 A=-2

2 A+3
A— Aol 2 1 A-NI  |-1 -1
Z,== Aol _ . Z,== ML
M=d o2 o A=A 12 2
9e—t _ o2t —t =2t |
@(t) _ (Zle)\lt _|_226>\2t) Il(t) _ € € e e ]1<t)
—2e !t + 27 —et 4 2%
46. WlasnosSci macierzy tranzycji
a) 2(0) =e' =1
b) &(t) = e = (e72) " = (2(—1)) " lub & () = B(—)
c) D(t, +ty) = cAlti+t2) — oAt Aty _ D () D(ty) = ®(t2)P(11)
d) (@(t))" = (nt)
e) D(ty —t1)D(t1 —to) = D(ta — to) = L(t1 — to)P(t2 — 11)
_)\1 0 ] _GAlt 0 ]
A ezt
HA=A=| T[S oH)=et=
0 A 0 eA”t_

N ‘ ' ‘ /
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47. Zmienne stanu fazowe
p dzy . . .
wspolrzedne fazowe: z3 = = T1, T3 =T9, Ty = Tn_1
T
wektor fazowy: z = |z 2y ... =z,
Xy A
A
M
%
1 Rys. 133.
Wiasnosci trajektorii fazowej
d[El
a) xQ:E; wtedy 22 >0 = dz; >0
b) 1o <0 = dr; <0
C) To =0 = dry =0
Ax,=x, \Axf)'cl
A(xlA’ xZA)
1y
// B B(x,5, 1,5)
N >
, X
(a) Rys. 134. (b)
dx dx tp 1B dx
xQ:—l = dt=—2 = / dt:/ -1
dt I ta 1A I
xle
x
At=tg—ts= | — (146)
X2

\ /
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Przyklad
o—>— |—e—o0
ul(t)I o K C:%(t) qu(t)
T Rys. 135
r1(t) = q(t),  @(t) =i(t) = dqd—gf) =a1(t),  u(t) =w(t)
() = R (t)+%f) = u(t) =R 2(t)+$1ét) 2y — —%xl—i—%u
4 o= uy(D)=h(1)A

\ e

q(0)<0 q(0)>0

(a) Rys. 136. (b)

48. Wykorzystanie wspoélrzednych fazowych do wyznaczania
réwnania stanu

Y(s) k

U(s) 8"+ Gp_15" L+ -+ a5+ ag

Y (1) + a1y V() 4 -+ ang(t) +aoy(t) = ku(t)  (148)
n(t)=yt), o) =yt), ... z.0)=y""0)

Tn(t) + an_12,(t) + -+ - + arxa(t) + agr1(t) = ku(t)

G(s) =

(147)

o /
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1 = Ty
Ty = T3
... (149)
Ipn—1 — Tn
| Ln = —QoT1 — 1T — -+ = Q1T + ku
u X, X X, 1 X, X,=y
(CRMCaEip Uiy s 15
+ teee —( et——
Rys. 137
T=A,x+bu
= er=1{100 ... 0, d=0
y=cpz+dsu
(0 10 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Af e 5 bf =
0 0 0 0 1 0
| —do —a1 —a2 —Up—2 (n—1 | _k?_

49. Wybo6r zmiennych stanu dla ukladu o znanej
transmitancji

Y bm m bm— m—1 L. b b
G(S) _ (S) _ s+ 1S + + 018 + 0’ m < n (150)
U(s) S+ ap_18" L+ Fais +ag

o /
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Metoda bezposrednia

CY(s)  bps™ T b8 T 4 Dy T 4 bps T

G(s) — _
(5) U(s) l+a, 154 +ast™ 4 ags™
Y(8) = (bn8™ ™ + by18™ T bys'T 4 bos M) X (s) (151)
X(S) U<S)

T 14 an s e Fars +ags "

X(s)=U(s) = (an_15 "+ -+ a8 ™" + aps ™) X (s) (152)

7

T1 = Xy
To = X3
Q. (153)
Ln—1 = Tp
Ty = —QoT] — ATy — *+* — Ap_1Ty, + U
Y= bor1 + bi1xo + -+ + b

m:n_2 ——— o o o —N ’—N )—y

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= | , b=
0 0 0 0 1 0
—ap —ap —Qag ... —Qp_9 —Qp_q 1
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Metoda rownolegta

M(s) = 8" 4+ ap_18" 4+ -+ a5+ ag

Y(s) L(s) ~~ hi ~ L(sy)
G) =T = M) ; s Ty Y
M'(s) = d]\i(S), L(s) = b,s™ + by 18™ 1+ -+ bys + by
V() =3 Ul =Y mXils), Xals) = (159

(5.6'1—811'14—’11/
<.:L’2—82.CL’2—|—U {£:A£+QQ (156)
P o= st y=cx+du
\y:h1x1+h2x2+"'+hnxn

I | e=[momon)
e R N T

0 0 5 1 d=0

Rys. 139.

o /
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