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43. Diagonalizacja równania stanu

p ∈ R
n, p 6= 0

Ap = pλ ⇒ (λI − A) p = 0

det(λI − A) 6= 0

wartości własne λ1, λ2, . . . λn: det(λI −A) = 0

wektory własne p
1
, p

2
, . . . p

n
: (λiI − A)p

i
= 0, i = 1, 2, . . . n

przy czym λi 6= λj , i, j = 1, 2, . . . n





Ap
1
= p

1
λ1

Ap
2
= p

2
λ2

. . . . . . . . . . . .

A p
n
= p

n
λn

(130)

A
[
p
1

p
2

. . . p
n

]
=

[
p
1

p
2

. . . p
n

]




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn




(131)

wprowadźmy oznaczenia:

P =
[
p
1

p
2

. . . p
n

]
∈ R

n×n − macierz modalna

Λ =




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn



∈ R

n×n − macierz wartości własnych
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układ równań (130) możemy zapisać:

AP = P Λ ⇒ Λ = P−1AP

Wybierając przekształcenie liniowe:

x(t) = T x∗(t) = P x∗(t) (132)

otrzymujemy macierze Ã, B̃, C̃, D̃ o postaci:

Ã = P−1AP = Λ, B̃ = P−1B, C̃ = CP, D̃ = D

(133)


ẋ∗ = Λx∗ + B̃ u

y = C̃ x∗ + D̃ u
(134)

44. Rozwiązanie równania stanu (o stałych współczynnikach)

Wykażemy, że rozwiązanie układu r.różn. niejednorodnych

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t) (135)

spełniające warunek początkowy x(t0) = x0 ma postać:

x(t) = eA(t−t0)x0 +

t∫

t0

eA(t−τ)B u(τ)dτ. (136)

Rozwiązanie układu r.r. jednorodnych ẋ(t) = Ax(t) ma postać:

x(t) = eAt

gdyż wtedy ẋ(t) = AeAt.
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Poszukujemy rozw. układu r.różn. niejednorodnych w postaci:

x(t) = eAtz(t) (137)

ẋ(t) = AeAtz(t) + eAtż(t). (138)

Wstawiamy do równania stanu (135):

AeAtz(t) + eAtż(t) = AeAtz(t) +B u(t)

ż(t) = e−AtB u(t),

z(t) = c1 +

t∫

t0

e−AτB u(τ)dτ. (139)

Podstawiając (139) do (137) otrzymamy:

x(t) = eAtc1 +

t∫

t0

eA(t−τ)B u(τ)dτ

dla t = t0 mamy x(t0) = eAt0c1 ⇒ c1 = e−At0x(t0) czyli

x(t) = eA(t−t0)x0 +

t∫

t0

eA(t−τ)B u(τ)dτ.

eAt = Φ(t) – macierz podstawowa (tranzycji). Obliczamy ją

z szeregu McLaurina:

Φ(t) = eAt =
∞∑

k=0

(At)k

k!
= I + At+

1

2
A2t2 +

1

6
A3t3 + . . .
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x(t) = Φ(t− t0)x0 +

t∫

t0

Φ(t− τ)B u(τ)dτ. (140)

45. Wyznaczanie macierzy tranzycji

a) metoda odwrotnego przekształcenia Laplace’a

ẋ(t) = Ax(t), war. początkowy x(0) = x0 (141)

x(t) = eAtx0 = Φ(t)x0 (142)

jest rozwiązaniem równania (141) ponieważ

ẋ(t) = AeAtx0 = AΦ(t)x0

z drugiej strony do rozw. (141) stosujemy transf. Laplace’a:

sX(s)− x(0) = AX(s)

(sI − A)X(s) = x(0)

X(s) = (sI −A)−1x(0)

x(t) = L−1
{
(sI −A)−1

}
x(0) (143)

porównując zależności (143) i (142) otrzymujemy:

Φ(t) = L−1
{
(sI − A)−1

}
(144)
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Przykład

A =



−2 −3

3 4





det(sI − A) = (s+ 2)(s− 4) + 9 = s2 − 2s+ 1 = (s− 1)2

(sI −A)−1 =


s+ 2 3

−3 s− 4




−1

=
1

(s− 1)2


s− 4 −3

3 s+ 2




L−1

{
s− 4

(s− 1)2

}
= (1− 3t)et1(t)

L−1

{
s+ 2

(s− 1)2

}
= (1 + 3t)et1(t)

L−1

{
3

(s− 1)2

}
= 3tet1(t)

zatem:

Φ(t) =


(1− 3t)et1(t) −3tet1(t)

3tet1(t) (1 + 3t)et1(t)




b) wykorzystanie wzoru Sylvestra

Zał. że równ. charakt. układu o macierzy stanu A ma postać:

det(sI −A) = sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0

ma jednokrotne pierwiastki (wartości własne) λ1, λ2, . . . λn.

Wtedy:

Φ(t) =
n∑

k=1

Zke
λkt, Zk =

n∏

i=1
i 6=k

A− λiI

λk − λi

(145)
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Φ(t) =
n∑

k=1

Zke
λkt, Zk =

n∏

i=1
i 6=k

A− λiI

λk − λi

Przykład

A =


 0 1

−2 −3




det(λI − A) =

∣∣∣∣∣∣
λ −1

2 λ+ 3

∣∣∣∣∣∣
= λ2 + 3λ+ 2, λ1 = −1, λ2 = −2

Z1 =
A− λ2I

λ1 − λ2

=



 2 1

−2 −1



 , Z2 =
A− λ1I

λ2 − λ1

=



−1 −1

2 2





Φ(t) =
(
Z1e

λ1t + Z2e
λ2t

)
1(t) =


 2e−t − e−2t e−t − e−2t

−2e−t + 2e−2t −e−t + 2e−2t



1(t)

46. Własności macierzy tranzycji

a) Φ(0) = eA0 = I

b) Φ(t) = eAt =
(
e−At

)−1
=

(
Φ(−t)

)−1
lub Φ−1(t) = Φ(−t)

c) Φ(t1 + t2) = eA(t1+t2) = eAt1eAt2 = Φ(t1)Φ(t2) = Φ(t2)Φ(t1)

d)
(
Φ(t)

)n
= Φ(nt)

e) Φ(t2 − t1)Φ(t1 − t0) = Φ(t2 − t0) = Φ(t1 − t0)Φ(t2 − t1)

f) A=Λ=




λ1 0

λ2

. . .

0 λn



⇒ Φ(t)=eAt=




eλ1t 0

eλ2t

. . .

0 eλnt



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47. Zmienne stanu fazowe

współrzędne fazowe: x2 =
dx1

dt
= ẋ1, x3 = ẋ2, xn = ẋn−1

wektor fazowy: x =
[
x1 x2 . . . xn

]T

M

x2

x3

x1

Rys. 133.

Własności trajektorii fazowej

a) x2 =
dx1

dt
; wtedy x2 > 0 ⇒ dx1 > 0

b) x2 < 0 ⇒ dx1 < 0

c) x2 = 0 ⇒ dx1 = 0

x x2 1=
.

x1

(a)

x x2 1=
.

x1

A( ,x1A x2A)

B( ,x1B x2B)

(b)Rys. 134.

x2 =
dx1

dt
⇒ dt =

dx1

x2

⇒

∫ tB

tA

dt =

∫ x1B

x1A

dx1

x2

∆t = tB − tA =

x1B∫

x1A

dx1

x2

(146)
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Przykład

u t1( ) u t2( )
R

C

i t( )
q t( )

Rys. 135.

x1(t) = q(t), x2(t) = i(t) =
dq(t)

dt
= ẋ1(t), u(t) = u1(t)

u1(t) = Ri(t)+
q(t)

C
⇒ u(t) = Rx2(t)+

x1(t)

C
⇒ x2 = −

1

RC
x1+

1

R
u

x x2 1=
.

x1

q(0)<0 q(0)>0

(a)

u t h t2( )= ( )

t

hu  st

(b)Rys. 136.

48. Wykorzystanie współrzędnych fazowych do wyznaczania

równania stanu

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

k

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
(147)

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + · · ·+ a1ẏ(t) + a0y(t) = ku(t) (148)

x1(t) = y(t), x2(t) = ẏ(t), . . . xn(t) = y(n−1)(t)

ẋn(t) + an−1xn(t) + · · ·+ a1x2(t) + a0x1(t) = ku(t)
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



ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

. . .

ẋn−1 = xn

ẋn = −a0x1 − a1x2 − · · · − an−1xn + ku

(149)

u +
xn

S S
xn-1

x2 x y1=xn

.

an-2
a1 a0

k S

an-1

-

+
+

+
+

+
+

. . .. . .

. . .

Rys. 137.





ẋ = Afx+ bfu

y = cfx+ dfu
cf =

[
1 0 0 . . . 0

]
, df = 0

Af =




0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1




, bf =




0

0
...

0

k




49. Wybór zmiennych stanu dla układu o znanej

transmitancji

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

bms
m + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s + b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
, m < n (150)
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Metoda bezpośrednia

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

bms
m−n + bm−1s

m−1−n + · · ·+ b1s
1−n + b0s

−n

1 + an−1s−1 + · · ·+ a1s1−n + a0s−n

Y (s) = (bms
m−n + bm−1s

m−1−n + · · ·+ b1s
1−n + b0s

−n)X(s) (151)

X(s) =
U(s)

1 + an−1s−1 + · · ·+ a1s1−n + a0s−n

X(s) = U(s)− (an−1s
−1 + · · ·+ a1s

1−n + a0s
−n)X(s) (152)





ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

. . .

ẋn−1 = xn

ẋn = −a0x1 − a1x2 − · · · − an−1xn + u

y = b0x1 + b1x2 + · · ·+ bmxm+1

(153)

u +
xn

S S
xn-1 x2 x1

xn

.

an-2
a1 a0

S

an-1

-

+
+

+
+

+
+

. . .. . .

. . .

y

b0b1b1bm

. . .

m n= 2-

Rys. 138.

{
ẋ = Ax+ b u

y = c x+ du
c =

[
b0 b1 . . . bm 0 . . . 0

]
, d = 0

A =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−2 −an−1



, b =




0
0
...
0
1



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Metoda równoległa

M(s) = sn + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

L(s)

M(s)
=

n∑

k=1

hk

s− sk
, hk =

L(sk)

M ′(sk)
(154)

M ′(s) =
dM(s)

ds
, L(s) = bms

m + bm−1s
m−1 + · · ·+ b1s+ b0

Y (s) =

n∑

k=1

hk

s− sk
U(s) =

n∑

k=1

hkXk(s), Xk(s) =
U(s)

s− sk
(155)

sXk(s)− skXk(s) = U(s) ⇒ ẋk = skxk + u




ẋ1 = s1x1 + u

ẋ2 = s2x2 + u

. . .

ẋn = snxn + u

y = h1x1 + h2x2 + · · ·+ hnxn

{
ẋ = Ax+ b u

y = c x+ du
(156)

A =




s1 0 . . . 0
0 s2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . sn


 , b =




1
1
...
1


 ,

c =
[
h1 h2 . . . hn

]

d = 0

u +

xn

x2

xn

.

sn

s2

S

. . .

y
h2

hn

x2

.

x1

s1

S h1

x1

.

S

+

+

+

+

+

+

+

+

Rys. 139.
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