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18. Element opóźniający

G(s) =
Y (s)

U(s)
=ke−sTo , k > 0 → (57)

→ y(t) = L−1 {G(s)U(s)} = k u(t− To)

h(t) = L−1

{
G(s)

s

}

= k 1(t− To), g(t) = L−1 {G(s)} = k δ(t− To)

G(jω) = G(s)|s=jω = ke−jωTo = k
(
cos(ωTo)− j sin(ωTo)

)
(58)

To

h t( )

0

k

t

Rys. 50.

Lm(ω) = 20 lg |G(jω)| = 20 lg k + 20 lg |e−jωTo |
︸ ︷︷ ︸

=0

= 20 lg k,

ϕ(ω) = arg
(
G(jω)

)
= −ωTo

(59)

Re[ (j )]G w

w

w=2 p/k To

Im[ (j )]G w

-k

0
k

k=0,1,2,...

k

(a)

Lm( )w

j w( )

lgw

lgw

20 lgk

(b)Rys. 51.
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Przykład (element inercyjny 1-go rzędu z opóźnieniem)

G(s)=
k

1+sT
e−sTo, k > 0 → h(t)=L−1

{
G(s)

s

}

=k
(

1−e−
t−To
T

)

1(t−To)

|G(jω)| = k√
1 + ω2T 2

· 1, ϕ(ω) = −arctg(ωT )− ωTo

To

h t( )

0

k

t

T

(a)

Re[ (j )]G w

w

Im[ (j )]G w

w=0 k
wg 8

(b)Rys. 52.

Przykład (element całkujący idealny z opóźnieniem)

G(s) =
k

s
e−sTo , k > 0 → h(t) = k(t− To)1(t− To)

|G(jω)| = k

ω
· 1, ϕ(ω) = −π

2
− ωTo

To

h t( )

0 t

a= karctg

(a)

Re[ (j )]G w

w

Im[ (j )]G w

wg 8

wg0

(b)Rys. 53.
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19. Przybliżanie transmitancji operatorowej obiektem z

opóźnieniem

a) elementu inercyjnego n-tego rzędu (n > 1) transmitancją

elementu inercyjnego 1-go rzędu z opóźnieniem

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

k

(1 + sT1)(1 + sT2) . . . (1 + sTn)

u(t) = A1(t) ⇒ k =
h(∞)

A
=

y(∞)

A
T1 =?, T2 =?, . . . Tn =?

Np.
G(s) =

k

(1 + sT1)(1 + sT2)
⇒ h(t) = k

(

1− T1e
−t/T1 − T2e

−t/T2

T1 − T2

)

1(t)

t

h t( )

To

h(  )

8

T

(a)

t

h t( )

T
o

1

T
z

a

tg =a k=1/T
z

(b)Rys. 54.

G(s) ≈ Ga(s) =
k

1 + sT
e−sTo , k =

h(∞)

A
(60)

ha(t) = k
(

1− e−
t−To

T

)

1(t− To) (61)

b) elementu całkującego z inercją n-tego rzędu (n > 1)

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

k

s(1 + sT1)(1 + sT2) . . . (1 + sTn)

G(s) ≈ Gb(s) =
k

s
e−sTo (62)

hb(t) = k(t− To)1(t− To)
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20. Redukcja rzędu modelu układu dynamicznego

G(s) =
k

(1 + sT1)(1 + sT2)
→ h(t) = k

(

1− T1e
−t/T1 − T2e

−t/T2

T1 − T2

)

1(t)

s1 = −1/T1, s2 = −1/T2, zał. T2 ≪ T1 → s2 ≪ s1

h(0) = 0, h(∞) = k → hred(t) = k(1− e−t/T1)1(t) → Gred =
k

1 + sT1

Im s

Re s
zera i bieguny
dominuj¹ce

zera i bieguny
nieznacz¹ce

b a

|b|=(5...10)|a|

Rys. 55.

Przykład (element inercyjny 2-go rzędu)

G(s) =
2

(s+ 1)(s+ 10)
=

2

10(s+ 1)(0, 1s+ 1)

Gr(s) =
2

10(s+ 1)

Step Response

Time (seconds)

A
m

pl
itu

de
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0
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0.2

G
Gr

Rys. 56.
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Politechnika Poznańska, Instytut Automatyki i Robotyki Wykład 6, str. 5✬

✫

✩

✪

21. Wskaźniki czasowe jakości regulacji

a) uchyb ustalony eu

b) czas opóźnienia td

c) czas narastania tr

d) czas osiągnięcia wartości maksymalnej tp

e) przeregulowanie Mp lub względne przeregulowanie κ

f) czas ustalania (regulacji) ts

Ad. a) uchyb ustalony eu

Go(s)
e(t)✲

✻

✲
+ −

(a)

e t( )

0

eu

t

(b)Rys. 57.

e(t) = eu + ep(t) (63)

lim
t→∞

ep(t) = 0 ⇒ lim
t→∞

e(t) = eu = lim
s→0

sE(s) (64)

Ad. b) czas opóźnienia td

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 58.
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Ad. c) czas narastania tr

10% → 90% wartości ustalonej dla ζ > 1

0% → 100% wartości ustalonej dla 0 < ζ < 1
h t( )

0

k

t

0,1k

tr

0,9k

(a)

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

(b)Rys. 59.

h(tr) = k = k

[

1− e−ζωntr

(

cos(ωdtr) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdtr)

)]

e−ζωntr 6= 0 ⇒ cos(ωdtr) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdtr) = 0

tg(ωdtr) = −
√

1− ζ2

ζ
= −ωd

σ
, ωd = ωn

√

1− ζ2, σ = ωnζ

tr =
1

ωd

arctg
ωd

−σ
=

π − β

ωd

(65)

Res

-s

Ims

jwd

s2

b

- wj d

s1

Rys. 60. s1 = −σ + jωd, s2 = −σ − jωd
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Ad. d) czas osiągnięcia wartości maksymalnej tp

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 61.

h(t)=k

[

1− e−ζωnt

(

cos(ωdt) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdt)

)]

dla t > 0

dh(t)

dt
= kζωne

−ζωnt

(

cos(ωdt) +
ζ

√

1− ζ2
sin(ωdt)

)

+

+ ke−ζωnt

(

ωd sin(ωdt)−
ζωd

√

1− ζ2
cos(ωdt)

)

=

= ke−ζωnt

[

ζωn cos(ωdt) +
ζ2ωn

√

1− ζ2
sin(ωdt) + ωn

√

1− ζ2 sin(ωdt)−

−ζωn cos(ωdt)] = kωn sin(ωdt)e
−ζωnt

(

ζ2
√

1− ζ2
+

1− ζ2
√

1− ζ2

)

dh(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=tp

= k sin(ωdtp)
ωn

√

1− ζ2
e−ζωntp = 0 (66)

czyli sin(ωdtp) = 0 lub ωdtp = 0, π, 2π, . . .

czas tp odpowiada pierwszemu przeregulowaniu ωdtp = π:

tp =
π

ωd

=
π

ωn

√

1− ζ2
(67)
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Ad. e) przeregulowanie Mp lub względne przeregulowanie κ

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 62.

Mp = h(tp)−h(∞) = k

[

1−e−ζωntp

(

cos π+
ζ

√

1−ζ2
sin π

)]

−k =

= −ke−ζωn(π/ωd)

(

cos π
︸ ︷︷ ︸

=−1

+
ζ

√

1− ζ2
sin π
︸︷︷︸

=0

)

= ke
− σ

ωd
π
= ke

− ζ√
1−ζ2

π

Mp = ke
− ζ√

1−ζ2
π

(68)

κ =
Mp

h(∞)
=

h(tp)− h(∞)

h(∞)
= e

− ζ√
1−ζ2

π
(69)
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0
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1
κ

ζ
(a)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

20

25

ωntp

ζ
(b)Rys. 63.
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Ad. f) czas ustalania (regulacji) ts

h t( )

0

k

t

0,5k

Mp

td tr tp ts

0,02
lub 0,05

k
k

Rys. 64.

ye1/2(t) = k

(

1± e−ζωnt

√

1− ζ2

)

1(t), Te =
1

ζωn

h t( )

y te1( )

0 t

k

y te2( )

Rys. 65.

Przyjmuje się, że ts = 4Te =
4

ζωn
dla kryterium ±2%,

ts = 3Te =
3

ζωn

dla kryterium ±5%
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T_e

2T_e

3T_e

4T_e

5T_e

6T_e

ts

ζ

Rys. 66.

22. Statyzm i astatyzm ciągłych układów regulacji

Go(s) =
Lo(s)

slMo(s)
(70)

Go(s)
y0(t) e(t) y(t)✲

✻

✲
+ −

Rys. 67.

a) układ statyczny, y0(t) = A1(t) czyli Y0(s) = A/s:

eu= lim
t→∞

e(t)=lim
s→0

sE(s)=lim
s→0

sGe(s)
A

s
=lim

s→0

A

1 +Go(s)
=

A

1 + ko
6=0

b) układ astatyczny 1-go rzędu (l = 1), y0(t) = A1(t):

eu= lim
t→∞

e(t)=lim
s→0

sGe(s)
A

s
=lim

s→0

A

1 + Lo(s)
sMo(s)

=lim
s→0

AsMo(s)

sMo(s) + Lo(s)
=0
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